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Resumen
En este trabajo vamos a estudiar la medias estadísticas desde un punto de
vista elemental, de forma que los conceptos puedan ser asimilados por alumnos de
Enseñanza Secundaria y Bachillerato. Para ello se consideran problemas sencillos
de la vida ordinaria relacionados con la geometría elemental, con la física y con
la economía.
Por parte de la Geometría se estudian problemas sencillos de cálculo de lon-
gitudes, áreas y volúmenes, con ayuda del Cálculo integral cuando se considera
necesario en el cálculo de volúmenes de revolución y volúmenes por secciones, en
concreto en el volumen del tronco de cono.
Por parte de la Física se estudian problemas de móviles, además del llenado de
depósitos. Se estudian también las leyes de los gases con relación a la Química y
la inversión en acciones por parte de la Economía, además de otros ejemplos, todo
ello para diferenciar bien el uso de la media aritmética y de la media armónica.
Se intenta dar un enfoque práctico al estudio de las medias, poniendo de relieve
la gran importancia que tienen para problemas que quizá no se han pensado con
suciente atención, ofreciendo distintas motivaciones para alumnos y profesores.
Palabras clave: Medias estadísticas, longitudes, áreas, volúmenes, elipse, cir-
cunferencia, velocidades, depósitos, inversiones.
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1. Las medias estadísticas
En Estadística se utilizan muchas medias, las cuatro más habituales, si se










y la media aritmética ponderada que es X en el caso en que los datos tienen
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2. La relación entre ellas
Estas cuatro medias verican la relación
H  G  X  C;
que es muy fácil recordar con la frase que se dice cuando los mozos de un pueblo
han ganado al fútbol a los mozos del pueblo de al lado: Hemos Ganado Por
Coraje.
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La relación anterior puede demostrarse con facilidad para el caso de dos datos
positivos y distintos, a y b; tales que a; b > 0; a 6= b: Estas demostraciones consisten
en buscar relaciones equivalentes a las que necesitamos, hasta llegar a una verdad
evidente, de la misma manera que se hace en las demostraciones épsilon-delta



























 pab , 4a2b2  ab(a+ b)2 ,
, 4ab < (a+ b)2 ,
, 4ab  a2 + 2ab+ b2 ,
, 0  a2   2ab+ b2 , 0  (a  b)2;
lo que es una armación verdadera. Recorriendo las equivalencias hacia atrás, se
tiene la demostración de (1).
(2) Hay que llegar a que
p
ab  a+ b
2
; pero se tiene que
p
ab  a+ b
2
, 2pab  a+ b , 4ab  (a+ b)2 ,
, 4ab  a2 + 2ab+ b2 , 0  a2   2ab+ b2 , 0  (a  b)2
que es la misma armación anterior.























, a2 + 2ab+ b2  2(a2 + b2) ,
, a2 + 2ab+ b2  2a2 + 2b2 ,
, 0  a2   2ab+ b2 , 0  (a  b)2;
obteniendo la misma desigualdad verdadera.
3
3. La p-media
Se dene elevando los datos a la potencia p-ésima, sumando, dividiendo entre
el número de datos y extrayendo la raíz p-ésima, de forma análoga a la fórmula
















Es una generalización de las medias conocidas, ya que para los valores p = 1;






































aunque esto no es sencillo de demostrar.




















Para p = 3
2
























4. Ejemplos de la media aritmética
Ejemplo 1: En un trapecio: La paralela media a las bases de un trapecio tiene




como puede verse en la gura.
Trapecio y triángulo





La demostración de estas armaciones es trivial sin más que añadir otro trapecio,
o triángulo, de forma que se obtenga un paralelogramo.
Ejemplo 2: Si en un trapecio se divide la altura en n partes iguales y se eligen
k y n  k partes, ¿Cuánto mide la paralela por ese punto y cuánto valen las áreas
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de los nuevos trapecios?
Trapecio




y las áreas de los trapecios que resultan con esa división son sencillas de calcular
porque se conocen las bases y las alturas. La demostración de este hecho es trivial
a partir del teorema de Thales.
Ejemplo 3: El problema de la media con incremento de datos: Dados tres
números, si tenemos la media aritmética de los dos primeros y el valor del ter-
cero, ¿podemos saber la media aritmética de los tres números sin conocer los dos
primeros?
Sean x1; x2; x3 los datos y sea X12 la media de los dos primeros. Utilizando la
denición de media aritmética, se tiene que
X =














es decir, la media artimética ponderada de X12 y x3: Luego basta sustituir los
datos por su media conocida y hacer
X =
X12 +X12 + x3
3
6
Si en una clase hay 19 alumnos y su media de edades es 16,2 años y viene un
alumno nuevo que tiene 18 años, no es preciso repetir todas las cuentas, la media
de todos será
X =






5. Ejemplos de la media geométrica
La media geométrica de N datos está denida por la fórmula que vimos en la
sección 1, pero cuando solo son dos datos, a y b la fórmula es G =
p
ab; es decir






por lo que es llamada también media proporcional.
Ejemplo 4: En Geometría se estudian los triángulos rectángulos y el famoso
teorema de la altura: La altura relativa a la hipotenusa es media proporcional
entre las proyecciones de los catetos sobre ella.
Ejemplo 5: También se estudia el teorema del cateto: Un cateto es media pro-
porcional entre la hipotenusa y su proyeccción sobre ella. En el triángulo de la
gura
Medias geométricas
se cumplen que la media geométrica de 9 y 16 es 12, al ser altura del triángulo rec-
tángulo. La media geométrica de 25 y 9 es 15, como cateto, y la media geométrica
de 25 y 16 es 20, también como cateto.
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Ejemplo 6: El teorema de la altura nos proporciona una demostración geo-
métrica y visual de la desigualdad (2) de la sección 2 para dos números positivos
a y b; es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.
Dados a y b; queremos demostrar que
G =
p
ab  X = a+ b
2

Para ello construimos media circunferencia que tenga por diámetro a+ b; sean A
y B los extremos del diámetro. Si desde el punto H que une los dos segmentos
levantamos una altura que corta a la circunferencia en C y construimos el triángulo
ABC; resulta que este triángulo es rectángulo en C; ya que este ángulo abarca
media circunferencia, como vemos en la gura.
Media geométrica menor o igual que media aritmética
El teorema de la altura nos dice que la altura CH es media proporcional entre las
proyecciones AH y HB; es decir G = CH =
p
ab: Por otra parte, trazando una
perpendicular al diámetro AB en su punto medioM y siendo N el punto de corte






Es claro que el radio MN es mayor o igual que cualquier segmento CH; luego
G  X: Además observamos que la igualdad se cumple solo si el triángulo es
rectángulo isósceles, es decir si




cuando los dos números coinciden.
Ejemplo 7: El área de la elipse de semiejes a y b está dada por la fórmula
A = ab: En el caso en que sea a = b; se trata de una circunferencia, y el área
del círculo de radio a está dada por la fórmula A = a2; como caso particular del
área de la elipse.
Elipse
Una demostración sencilla y rigurosa de la fórmula del área de la elipse utiliza el
Cálculo integral. Sea la elipse de semiejes a y b; cuya ecuación es a2y2+b2x2 = a2b2;




a2   x2 cuya gráca es la parte superior











Integrando por partes se tieneZ p
a2   x2dx = x
p
a2   x2 +
Z
x2dxp
a2   x2 ;
9
pero esta última integral esZ
x2dxp
a2   x2 =
Z
(x2   a2 + a2)dxp
a2   x2 =  
Z p
a2   x2dx+ a2 arcsen x
a
y sustituyendo quedaZ p
a2   x2dx = x
p





por lo que juntando en el mismo miembro las dos últimas integrales resulta que
2
Z p
a2   x2dx = x
p
a2   x2 + a2 arcsen x
a





























lo que concluye la demostración.
Cincunferencias inscrita y circunscrita
Sin embargo, si nos jamos que la elipse tiene una circunferencia inscrita y
otra circunscrita, cuyos radios b y a son respectivamente los semiejes menor y
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mayor de la elipse, el área de la elipse es la media geométrica de las áreas de esos






Ejemplo 8: El volumen del elipsoide. Se pretende hallar el volumen de un
elipsoide general, no de revolución en general, con semiejes a; b; c: En el caso




por lo que el volumen del elipsoide será la media geométrica de las tres esferas de
radios a; b y c; es decir el volumen de una esfera cuyo radio es la media geométrica














Pero esto no es una demostración, sino una fórmula que deducimos por lógica. La























































































y puede calcularse también como volumen de revolución alrededor del eje OX:
Elipsoide
6. Ejemplos de la media armónica
Ejemplo 9: ¿Cuál es la gura más armónica? Esta pregunta se la hacían los




La respuesta es que el cubo, o hexaedro, era considerada la gura geométrica
más armónica, ya que el número de vértices es media armónica entre las caras y
las aristas. Ya que tiene
C = 6; V = 8; A = 12:
Se verica el teorema de Euler, C+V = A+2; como todos los poliedros regulares,
















Según los griegos, los demás poliedros regulares no eran tan armónicos como
el cubo, ya que tienen caras, vértices y aristas dadas por la tabla siguiente:
C V A
Tetraedro 4 4 6
Cubo 6 8 12
Octoedro 8 6 12
Docecaedro 12 20 30
Icosaedro 20 12 30
Ejemplo 10: Estudiemos la velocidad media de un ciclista. Dependerá de lo
bueno que sea. Pongamos que el ciclista Pérez entrena durante una hora a la
velocidad de 60 km/h y a 20 km/h durante la hora siguiente. ¿Cuál es su velocidad
media? Pongamos que el ciclista Gómez sube un puerto a 20 km/h y desciende
por la misma ruta a 60 km/h. ¿Cuál es su velocidad media? ¿Es la misma para
ambos?








que es la media aritmética. La velocidad media en igualdad de tiempos es la media
aritmética.































que es la media armónica. La velocidad media en igualdad de espacios es la media
armónica.
Obsérvese que en la fórmula del movimiento uniforme e = vt; si el tiempo es
constante, el espacio y la velocidad son directamente proporcionales, pero si el
espacio es constante, la velocidad y el tiempo son inversamente proporcionales, a
más velocidad se necesita menos tiempo para hacer el mismo recorrido.
Ejemplo 11: Estudiemos los depósitos. Cómo se llenan y cómo se vacían.
Supongamos que un depósito dispone de tres grifos para llenarlo. El primero
tarda 8 horas en llenarlo, el segundo tarda 10 horas y el tercero tarda 14 horas.
Si los tres grifos vierten agua a la vez, ¿cuándo tiempo tardará en llenarse?
Llenado de depósitos


































luego el depósito lo llenarán en 4 horas, que es la media armónica de los tiempos
por separado.
Ejemplo 12: En un proceso de producción distintas máquinas tienen velocidadas
distintas de producción. Estudiar el tiempo necesario para producir un lote de
productos es interesante para la planicación del trabajo diario en una empresa de
cualquier tipo de artículos. Supongamos que cinco máquinas distintas producen a
velocidades de 375, 362, 315, 408 y 350 productos por hora. Hállese la velocidad
media de la cadena de producción.
Si el lote que se va a produir tiene C productos, el tiempo empleado por cada





















































productos por hora, que es la media armónica de las velocidades.
Ejemplo 13: Carreras de relevos. Supongamos que cada uno de los componentes
de un equipo de relevos 4100 alcanzó en una competición la siguiente velocidad:
10; 16m/s, 10; 35m/s, 10; 40m/s, 10; 52m/s.
¿Cuál fue la velocidad media desarrollada por el testigo que se entregan los corre-
dores?
Vamos a llamar A;B;C y D a los componentes del equipo, VA; VB; VC y VD
sus velocidades y TA; TB; TC y TD los tiempos empleados en los 100 m que cada
uno recorre. Tenemos que
100 = VA  TA = VB  TB = VC  TC = VD  TD;
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es decir inversos a sus velocidades, lo que es lógico, a más velocidad se necesita
menos tiempo.



































= 10; 356 m/s
que es la media armónica de las velocidades individuales.
Ejemplo 14: Los inversores. Supongamos que dos inversores han comprado
acciones de bolsa de una misma empresa en cinco ocaciones; los precios por acción
han sido de
20; 48; 23; 04; 19; 20; 25; 60 y 30; 72:
Hallar el precio medio de las acciones que han comprado sabiendo que:
a) Fernández adquirió las cinco veces igual número de acciones, N:
b) Hernández empleó en todas las compras igual cantidad de dinero, D:
El precio medio es el cociente entre el dinero invertido y el número de acciones
adquiridas. En el primer caso, si las acciones están más caras hay que pagar más,
proporcionalidad directa. El precio medio es
PF =




20; 48 + 23; 04 + 19; 20 + 25; 60 + 30; 72
5
= 23; 81
euros por acción, que es la media aritmética.
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En el segundo caso si las acciones están más caras hay que comprar menos,



















































euros por acción, que es la media armónica.
Ejemplo 15: Los gases perfectos. En Química se estudia que cuando se trata
con gases es necesario tener en cuenta el volumen, la presión y la temperatura,
de forma que si se modica una de estas variables manteniendo otra constante, la
tercera se modica según las leyes de Boyle-Mariotte y de Gay-Lussac.
La ley de Boyle-Mariotte dice que a temperatura constante el producto de
presión por volumen permanece constante, es decir
PV = P 0V 0 = k;
por tanto P y V varían de forma inversamente proporcional, si una de estas varia-
bles aumenta la otra disminuye. En conclusión, si queremos promediar presiones
o promediar volúmenes, debemos hacerlo usando la media armónica, del mismo
modo que hemos hecho con la velocidad media del ciclista Gómez en el ejemplo
10, con los depósitos del ejemplo 11 y el inversor Hernández del ejemplo 14.
Las leyes de Gay-Lussac dicen que si el volumen de un gas permanece cons-









y si la presión de un gas permanece constante, el volumen y la temperatura son







En conclusión, cuando queramos promediar presiones o temperaturas, para
un volumen constante, o volúmenes o temperaturas, para una presión constante,
debemeos usar la media aritmética.
7. Ejemplos de la media cuadrática
Ejemplo 16: Estudiemos la velocidad de caída de un objeto. Sabemos por la
física que si desde una torre de altura h dejamos caer un objeto, la velocidad del




¿Cuál es la velocidad del objeto a mitad de la torre? ¿Y cuando lleva recorrido
un cuarto? ¿Y a tres cuartos?
Velocidad de caída
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El objeto parte del reposo, es decir vi = 0 y va acelerando hasta alcanzar vf
en el momento del impacto. Como la velocidad aumenta según la raíz cuadrada
del espacio, ya que de la fórmula anterior se deduce que
v2 = 2gh;
lo que indica que para duplicar la velocidad es necesario multiplicar por cuatro la














Si calculamos la velocidad a mitad de la torre con la fórmula de la velocidad de









lo que demuestra que la elección de la media cuadrática ha sido acertada.
Cuando el objeto lleva recorrido un cuarto de la altura de la torre, la velocidad
































Estos resultados pueden comprobarse usando directamente la fórmula de la ve-
locidad de caída.
Ejemplo 17: La desviación típica está dada por la fórmula
S =
s
(x1  X)2 + (x2  X)2 +   + (xN  X)2
N
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lo que indica que es la media cuadrática de las desviaciones de los datos respecto
de la media.










que se utiliza, al igual que la desviación típica, como medida de la dispersión de
los datos porque elimina la inuencia de los signos. La media de las desviaciones




Ejemplo 18: El ajuste por mínimos cuadrados. Cuando tenemos una nube de
puntos en el plano y queremos ajustar una recta o una curva a esa nube,
Recta de regresión
20
se eligen los parámetros de la línea de forma que sea mínima la suma de los
cuadrados de los errores, es decirX
(yi   yi )2 = m{nima:
Hacer mínima la suma no es lo mismo que hacer mínima la media cuadrática de
los errores, pero el uso de los cuadrados tiene el mismo fín, evitar la inuencia de
los signos.
8. Cálculo de límites
Ejemplo 19: Si tenemos una sucesión de números reales fang = fa1; a2; :::; an; :::g




a1 + a2 +   + an
n
tenemos una respuesta sencilla. Consideramos la sucesión de término general
a1 + a2 +   + an
n
y aplicamos el criterio de Stolz, ya que el denominador tiende
a +1; resultando que
lim
n





(a1 + a2 +   + an)  (a1 + a2 +   + an 1)






es decir, el límite de la media aritmética es el límite del término general. (Propiedad
de Cauchy del límite de la media aritmética).





a1a2    an
tenemos el mismo resultado. El límite se obtiene del ejemplo anterior escribiendo






a1a2    an =
= lim
n
(a1a2    an)1=n = lim
n































es decir, el límite de la media geométrica es el límite del término general. (Propiedad
de Cauchy del límite de la media geométrica).
9. Ejemplo nal: el tronco de cono
Deseamos estudiar el volumen del tronco de cono y hallar el radio de un cilin-
dro de la misma altura que tenga el mismo volumen que el tronco de cono, que
llamaremos radio equivalente.
Tronco de cono y cilindro equivalente
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Parece que si giramos la gura lo vemos mejor:
El tronco de cono





Eso es sencillo pero completamente falso, porque la parte del tronco que gira por
fuera del cilindro genera más volumen que la que gira por dentro.
Si queremos una demostración más formal, deducimos el volumen del tronco
de cono, restando al cono grande el cono pequeño según la gura
Una sección del tronco de cono
23






) HR  hR = Hr ) H(R  r) = hR ) H = hR
R  r






r2(H   h) = 
3
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(R2 + r2 +Rr)
Haciendo un cálculo del volumen de revolución por integración, se llega al
mismo resultado. Para ello hemos de encontrar la fórmula de la función que pasa
por los puntos A(0; r) y B(h;R); esta función es claramente


























































(3r2 +R2   2Rr + r2 + 3Rr   3r2) = h
3
(R2 + r2 +Rr):
Es mucho más simple obtener el volumen del cono por integración y el del
tronco de cono como diferencia entre dos conos.
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Nos falta hallar una fórmula para el radio equivalente, es decir el radio de un
cilindro de igual altura que nos proporcione el mismo volumen. Como el volumen
del cilindro está dado por la fórmula V = r2eh; donde re es el llamado radio




(R2 + r2 +Rr) ) re =
r
R2 + r2 +Rr
3
es la fórmula del radio equivalente. El radio equivalente es la media cuadrática
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